
 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
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 ١ 

 فتمفصل ه
 كاربردهاي انتگرال معين

 
   محاسبه مساحت در مختصات دكارتي١.  ٧

]اگر در بازة  ],a b تابع ( )xf پيوسته و نامنفي باشد آنگاه بنابر آنچه در تعبير هندسي انتگرال 
)الخط محدود به منحني  معين ديديم، مساحت ذوزنقه منحني )xfy ها و خطوط X، محور =

ax bx و =   برابر است با انتگرال معين =
(1) ( ) .

b

a
Q f x dx= ∫ 

]اگر در بازة  ]ba, داشته باشيم ( ) 0≤xf ، آنگاه انتگرال معين( ) 0
b

a
f x dx لذا اين انتگرال، از . ∫≥

 :الخط است  منحنيقة متناظر به ذوزنQنظر قدر مطلق، برابر با مساحت 
( )

b

a
Q f x dx− = ∫ 

 
 
 
 
 
 
 
  ١ . ٧شکل 

)اگر تابع  )xf بر بازة [ ]ba,هاي   تغيير علامت دهد بدين معني كه در يك تعداد متناهي از زير بازه
[ ]ba, نامنفي و در يك تعداد متناهي زير بازه نامثبت باشد آنگاه در حالت كلي انتگرال روي زير 

)هايي كه  بازه ) 0≥xf هايي كه   زير بازهو روی ، مثبت( ) 0≤xf،بنابراين انتگرال روي .  منفي است
]كل بازة  ]ba,هايي كه بالاي محور   برابر است با تفاضل مساحت ناحيهX ها و در زير محورX ها
 راه ساده ديگر اين است كه براي يافتن مساحت انتگرال . قرار دارند

( )| |
b

a
Q f x dx= ∫ 

)را محاسبه نمائيم چون در اينجا عملاً بايستي تابع  )xf را روي [ ]ba, تعيين علامت كرده و در 
 .شود ها نوشته مي ها روي زير بازه نتيجه انتگرال به صورت حاصلجمع و تفاضل انتگرال
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 ٢ 

 
 
 
 
 
 
 
 

 ٢ . ٧شکل 
) بوسيله خطوط اگر يك شكل مسطح ) ,a b x b x a< = هاي   و منحني=

( ) ( )xfyxfy 12 , )، با شرط == ) ( )xfxf 21 ) محدود شده باشد ≥ )bxa ، آنگاه مساحت ≥≥
 :گردد اين شكل از فرمول زير محاسبه مي
(2)     .( ) ( )2 1

b

a
Q f x f x dx= −  ∫ 

axني ممكن است مرز چپ يهاي مع لتدر حا bxيا مرز راست  (= به نقطه اشتراك ) =
)هاي  منحني ) ( )xfyxfy 12 , هاي  توان به عنوان طول  را مي,abدر اين صورت .  تقليل يابد==

 .هاي داده شده بدست آورد نقاط اشتراك منحني
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٣ . ٧شکل 

). ١مثال  )a  مطلوبست محاسبه مساحت شكل محدود به منحنيxy sin= و محور X ها در
]فاصله  ]π2,0 . 

( )b1,3هاي  مساحت محدود به منحني −=−= xyxyرا پيدا كنيد . 
( )c 0,2 مساحت محدود به خطوط == xxهاي   ومنحنيxyxxy 2,2 2  . را بدست آوريد=−=
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 ٣ 

( )dهاي  اي را كه به منحني پيدا كنيد مساحت ناحيهyx
x

y 4,
4

8 2
2 =

+
 . محدود شده است=

( )e 3تمام مساحتي را كه شكل محدود به منحنيxy xyxy و خطوط = 2,  دارد بدست ==
 .آوريد

). حل )a 0 چونsin ≥x هرگاه π≤≤≤ xx 0,0sin هرگاه ππ 2≤≤ x داريم ، 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٤  .٧شکل 
.2 2

0 0
sin | sin | sinQ xdx xdx x dx

π π π

π
= + =∫ ∫ ∫ 

( ) ( )
0 0

sin cos cos cos 0 1 1 2,x dx x
ππ

π= − = − − = − − − =∫ 

.( )
22

sin cos cos 2 cos 2x dx x
ππ

π π

π π= − == − − = −∫ 

422          در نتيجه  =−+=Q. 
( )b13با حل معادلة . كنند ها در دو نقطه يكديگر را قطع مي منحني −=− xx طول اين نقاط را 

1,2: آوريم بدست مي −== xx .  
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 ٤ 

 
 ٥ . ٧شکل 

 بنابراين 

.( )∫
−

−−−=
2

1

13 dxxxS 

]بازة را به سه بازة بسته  ] [ ] [ ]1, 2 , 0,1 ,  آوريم كنيم و بدست مي  تقسيم مي−1,0

( ) ( ) ( ) ( )
0 1

1 0

3 1 3 1S x x dx x x dx
−

= + − − + − − −      ∫ ∫ 

( ) ( )
2

1

3 1 1 2 1 4.x x dx+ − − − = + + =  ∫ 

( )c 22 چون ماكزيمم تابع xxy است و تابع  1 مساوي با  وآيد  بدست ميx=1 در نقطه =−
12 ≥= xy، به ازاي هر [ ]0,2x  ، داريم∋
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٦ . ٧شکل 
 

.( )
222 3

2 2

0 0 0

2 3 42 2
ln 2 3 ln 2 3

x
x xS x x dx x  = − − = − − = −    

∫ 

 
( )d نقاط ابتدا AC,براي اين منظور . كنيم ها را پيدا مي  از اشتراك منحنيy را از دستگاه 

 :كنيم معادلات زير حذف مي

2

2

8
4

,
4

y
x
xy

 = +

 =
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 ٥ 

كه از آنجا 
44

8 2

2
x

x
=

+
0324، يا  24 =−+ xx. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٧ . ٧شکل 
 

2,2هاي حقيقي اين معادله نقاط  ريشه 12 −== xxشكل ديده یهمانطور كه از رو.  هستند 

]شود، در بازة  مي ]2,2− ،
44

8 2

2
x

x
≥

+
 در نتيجه. 

.
3
42

122
4

44
8

2

2

32

2

2

2 −=







−=








−

+
=

−−
∫ πxxtgarcdxx

x
S 

( )e 3 ابتدا مساحت شكل محدود به منحنيy x= و خط xy  را كه در ربع اول قرار دارد =2
 :كنيم محاسبه مي

( )3 3 2, 2 2 2 0 0, 2.y x y x x x x x x x= = ⇒ = ⇒ − = ⇒ = = 
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 ٦ 

 
 ٨ .  ٧شکل 

 بنابراين 

( )
2

3
1

0

2 1.S x x dx= − =∫ 

3yپس مساحت شكل محدود به منحني س x= و خط y x= قرار دارد محاسبه  را كه ربع اول
 :كنيم مي

( )3 3 2, 1 0 0,1.y x y x x x x x x= = ⇒ = ⇒ − = ⇒ = 
 بنابراين 

.( )
1

3
2

0

1
4

S x x dx= − =∫ 

1پس در ربع اول داريم  2

3
4

S S S= −   و لذا مساحت كل مطابق شكل برابر است با =

.32
2

Sσ = = 
است و بوسيله منحني با الخط  كنيم كه يك ذوزنقة منحني اي را محاسبه مي اكنون مساحت ناحيه

 :معادلات پارامتري محدود شده است
(3)      ( ) ( )tytx ψϕ == , 

)كه در آن  ) ( ), ,b a tϕ β ϕ α α β= = ≤ ≤ . 
) تابعي به صورت (3)فرض كنيم كه معادلات  )xfy ] را بر بازة = ]ba, ،تعريف كند، و در نتيجه 
 :توان از فرمول زير محاسبه نمود الخط را مي مساحت ذوزنقة منحني

( ) .
b b

a a

S f x dx y dx= =∫ ∫ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  ٩ . ٧شکل 
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 ٧ 

 :دهيم در اين انتگرال تغيير متغير مي
( ) ( ), .x t dx t dtϕ ϕ′= = 

) داريم (3)از  ) ( ) ( )y f x f t tϕ ψ= = =   و در نتيجه  

(4) .       ( ) ( )S t t dt
β

α

ψ ϕ′= ∫ 

الخط است كه به وسيله يك منحني كه به بصورت  اين فرمول محاسبه مساحت يك ذوزنقة منحني
 . پارامتري نمايش داده شده محدود گرديده است

 

). ٢مثال  )aاي كه با بيضي  يهمطلوبست محاسبه مساحت ناحcos , sinx a t y b t= = 
 . محدود شده است

( )bمطلوبست محاسبه مساحت ناحيه محدود به محور X ها و يك شاخه از سيكلوئيد 
( ) ( )sin , 1 cos , 0 2x a t t y a t t π= − = − ≤ ≤ 

( )cتروئيد سمساحت ناحيه محدود به آ( )π20 ≤≤ t 3siny a t= 3وcosx a t=را پيدا كنيد . 

) .حل )aكنيم  مساحت نيمه بالايي بيضي را محاسبه نموده و حاصل را دو برابر مي. 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 ١٠ . ٧شکل 
 . تغيير خواهد كرد πو0 بين tكند و لذا   تغيير مي+aا  ت−a از x در اينجا 

( )( )
0 0

22 sin sin 2 sinS b t a t dt ab t dt
π π

= − = −∫ ∫ 

2

0 0

1 cos 22 sin 2
2

tab t dt ab dt
π π −

= =∫ ∫ 
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 ٨ 

0

sin 22 .
2 4
t tab ab

π

π = − =  
 

( )b متغير x تا 0 از aπ2كند كه متناظر است با تغيير   تغيير ميt و 0 بين π2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ١١ . ٧شکل 
 

  داريم(4)با استفاده از 

( ) ( ) ( )
2 2

22

0 0

1 cos 1 cos 1 cosS a t a t dt a t dt
π π

= − − = −∫ ∫ 
2 2 2

2 2

0 0 0

2 cos cosa dt t dt t dt
π π π 

= − + 
 
∫ ∫ ∫ 

.
2 2 2 2

2

0 0 0 0

1 cos 22 , cos 0, cos
2

tdt t dt t dt dt
π π π π

π π+
= = = =∫ ∫ ∫ ∫ 

 آوريم  بالاخره بدست مي
.( )2 22 3S a aπ π π= + = 

 
( )c داريم ( ) ( )3 3sin , cosy a t t x a t tψ ϕ= = = =. 
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 ٩ 

 
 ١٢ . ٧شکل 

ات قرار داشته و حاصل را كنيم كه در ربع اول صفحه مشخص اي را محاسبه مي اكنون مساحت ناحيه
 پس . نمائيم چهار برابر مي

( )
0

3 2

2

4 sin 3 sin cosS a t a t t dt
π

= −∫ 

2

2 2
2 4 2 2 2

0 0

112 sin cos 12 sin sin 2
2

a t t dt a t t dt

π π

 = =  
 ∫ ∫ 

( )
2

2 2

0

1 cos 23 sin 2
2

ta t dt

π

− =  
 ∫ 

2 2
2 2 2 2

0 0

3 3sin 2 sin 2 cos 2
2 2

a t dt a t t dt

π π

= −∫ ∫ 

2 2
2 2 3

0 0

3 1 cos 4 3 1 sin 2
2 2 2 6

ta dt a t

π π

−   = −   
   ∫ 

2
2 2

0

3 sin 4 30 .
4 4 8

ta t a
π

π = − − = 
 

 

 

 ط در مختصات قطبي مساحت يك ناحيه منحني الخ٢.  ٧
 فرض كنيم در مختصات قطبي يك منحني داشته باشيم كه با معادله 

( )fρ θ= 
)داده شده باشد كه در آن  )θf بر فاصله βθα هدف ما .  تابعي پيوسته و  نامنفي است≥≥

)است كه بوسيله منحني  OABالخط  منحني) ناحيه(محاسبه مساحت قطعه  )fρ θ= و 
αθβθبردارهاي شعاعي  ==  .  محدود شده است,
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 ١٠ 

 
 ١٣ . ٧شکل 

 ناحيه مفروض را بوسيله بردارهاي شعاعي 
βθθθαθ === n,...,, 10 

 با ماي هاي بين بردارهاي شعاعي را كه رسم نموده يهزاو. كنيم  قسمت تقسيم ميnبه 
nθθθ ∆∆∆ ,...,, 1iفرض كنيم . دهيم  نمايش مي21 i iθ θ θ− ≤  و طول بردار شعاعي متناظر ≥

گيريم كه شعاع آن  اكنون قطاع مستديري را در نظر مي. دهيم  نشان ميiρبا اين زاويه را با 
iρ و زاويه مركزي آن iθ∆مساحت آن مساوي با .  است 

21
2i i iS ρ θ∆ = ∆ 

 حاصلجمع . باشد مي

( ) 22

1 1

1 1
2 2

n n

n i i i i
i i

S fρ θ θ θ
= =

 = ∆ = ∆ ∑ ∑ 

αθβθ و بردارهاي شعاعي ABتقريباً برابر با مساحت محدود به منحني  == چون . ت اس,
)اين حاصلجمع يك حاصلجمع انتگرال تابع پيوسته  ) 22 fρ θ=    بر بازة βθα است، ≥≥

∆→0 و هر n→∞حد آن وقتي  iθ موجود بوده و برابر با انتگرال معين  
2 2

10

1 1lim
2 2

i

n

i in i
d

β

αθ

ρ θ ρ θ
→∞

=∆ →

∆ =∑ ∫ 

  برابر است با OAB قطعه لذا مساحت. باشد مي
 

)١ ( ( ) 221 1
2 2

S d f d
β β

α α

ρ θ θ θ= =   ∫ ∫ 

) .٣مثال  )aرا كه به لمنيسكات ای   مساحت ناحيهcos2aρ θ= محدود شده است بدست 
 . آوريد

( )b است به محور قطبي و اولين دور مارپيچ مطلوبست محاسبه مساحت شكلي كه محدود شده
aρارشميدس  θ= كه در آن ،aعدد مثبتي است . 

( )cاي را كه به كارديوئيد  مساحت ناحيه( )1 cosρ θ= .  محدود شده است محاسبه نمائيد+
3cosρارديوئيد و داخل دايرة همچنين مساحت ناحيه خارج اين ك θ=را محاسبه نمائيد . 

( )d3هاي  اي كه محدود است به دايره مطلوبست محاسبه مساحت ناحيه 2 cosaρ θ= 
3و sinaρ θ=. 
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 ١١ 

). حل )a چون از تبديل θ به θπ θπ و − −2، cos2aρ θ= تغييري نمي كند پس 
 . ها هر دو محور تقارن شكل هستندXها و Yمحورهاي 

 
 
 
 
 
 
 
 

 ١٤ . ٧شکل 

 و 0 بين θدر ناحيه اول صفحه تغييرات 
4
πبنابراين اگر .  استSمساحت مورد نظر باشد آنگاه  

2 24 4 4
2 2

0 0 0

1 1 1 sin 2cos 2 .
4 2 2 2 2 4

a aS d a

π π π

θρ θ θ= = = =∫ ∫ 

2aSبنابراين  =. 
( )b وقتي كه θ تا 0 از π2كند كه قطعه  كند بردار شعاعي يك منحني را طي مي  تغيير مي

 .سازد را محدود مي OABCالخط  منحني
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ١٤ . ٧شکل 
) بنابراين با استفاده از فرمول    داريم1(
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 ١٢ 

.
222 2 3 2 3

2 3 2

0 0

8 4. .
2 2 3 2 3 3OABC

a a aS d a
ππ θ πθ θ π= = = =∫ 

2 تا قطب برابر با Cصله نقطه فا aρ π=بنابراين دايره به شعاع .  استOC داراي مساحت  
2 3 2 3 24. 4 3. 3

3 OABCOC a a Sπ π π= = = 
اي كه بوسيله بردار شعاعي و اولين دور مارپيچ ارشميدس محدود شده  است، يعني، مساحت ناحيه

است 
3
ت كه شعاع آن مساوي بزرگترين مقادير شعاع ها در اولين دور  اساي  مساحت دايره1

 .اي بود كه ارشميدس به آن دست يافت اين نتيجه. باشد مي
( )cاي مانند   به طور كلي، اگر ناحيهCEFD  داشته باشيم كه با دو شعاعαθ  و =

( ) βθβα ) و توابع >= )fρ θ= و ( )gρ θ= كه در آن ،( ) ( ) 0≥≥ θθ gf داده شده باشد ،
 توانيم چنين استدلال كنيم كه  مي

Sمساحت  ) =OEFمساحت  (–) OCDمساحت ( CEFD= 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ١٦ . ٧شکل 
 
 

 اما . اشتراك ندارند CDاي بجز مرز  در هيچ نقطه OCD و OEFهاي  به دليل آن كه ناحيه

( ) 21 ,
2

g d
β

α

θ θ  ∫ = مساحتOCD      و ( )[ ]∫
β

α

θθ df 2

2
 OEFمساحت = 1

 آيند و بنابراين   بدست مي (1)كه با دوبار استفاده از فرمول 
 

( )[ ] ( )[ ]∫ ∫−=
β

α

β

α

θθθθ dgdfS 22

2
1

2
1 
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 ١٣ 

 كه معادل است با 

(2) ( ) ( ){ }2 21 .
2

S f g d
β

α

θ θ θ= −      ∫ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ١٧ . ٧شکل 
θπ به θچون از تبديل  ) در كارديوئيد 2− )1 cosρ θ=  كند پس محور   تغيير نميρ مقدار +

Xگيري عبارتند از  حدود انتگرال. ها محور تقارن شكل استπαπβ −==  هاي   و شعاع,
αθ βθ و= يابند زيرا  ، مرزهاي ناحيه، هر دو به يك نقطه يعني قطب، تقليل مي=
0

θ π θ π
ρ ρ

=− =+
=  گيريم كه مساحت ناحيه برابر است با   نتيجه مي(1)از فرمول . =

( ) ( )2 2
1

0

1 1 cos 1 2cos cos
2

S d d
π π

π

θ θ θ θ θ
−

= + = + +∫ ∫ 

0

1 cos 21 2cos .
2

d
π θθ θ+ = + + 

 ∫ 

 بنابراين 

.
2
3

4
2sin

2
sin2

0
1 πθθθθ

π

=



 +++=S 

3cosρاز روي دايره  θ= 2 داريم 3 cosρ ρ θ= ،يعني ،xyx 322 ز کاي به مر  و اين دايره+=







 0,

2
 و شعاع 3

2
 . است3
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 ١٤ 

 
 
 

 ١٨ . ٧شکل 
1 براي ناحيه خارج كارديوئيد  cosρ θ= 3cosρ و داخل دايره + θ=گيري   حدود انتگرال

3
πα = و −

3
πβ به واي نقاط اشتراك كارديوئيد و دايره بوده   هستند زيرا اين مختصات زاويه =

براي علاوه 
3 3
π πθ− ≤ θθ داريم ≥ cos1cos3  با قرار دادن (2)بنابراين با استفاده از فرمول . ≤+

( ) θθ cos3=f ،( ) θθ cos1+=g ،
3
πα = − ،

3
πβ   داريم=

( ) ( ) ( )
3 3

2 2 2
2

0
3

1 3cos 1 cos 8cos 2cos 1
2

S d d

π π

π

θ θ θ θ θ θ
−

 = − + = − − ∫ ∫ 

( )
3 3

0 0

1 cos 28. 2cos 1 4cos 2 2cos 3
2

d d

π π

θ θ θ θ θ θ+ = − − = − + 
 ∫ ∫ 

 )ها تقارن داردXايم كه ناحيه نسبت به محور   استفاده كردهتمجدداً از اين حقيق(

[ ]3
0

22sin 2 2sin 3 2sin 2sin ,
3 3

π π πθ θ θ π π= − + = − + = 

كه 
9
ππ مساحت 4

4
9

2
3 2

=





است كه به تنهايي توسط دايره محدود شده است . 

( )d 3منحني 2 cosaρ θ= دايره 
2 2

23 2 9
2 2

a ax y
 

− + =  
 

3 است كه به مركز  2 ,0
2

a 
  
 

 و 

شعاع 
2

3a 0 بوده، در نيمه راست صفحه مختصات قرار داشته، از قطبρ  گذشته و بر محور =

Y3منحني . ها مماس است sinaρ θ= دايره 
4

9
2

3 22
2 aayx =






  است كه به مركز +−









2
3,0 a و شعاع 

2
3a،0از قطب   بوده، در نيمه بالايي صفحه قرار داشتهρ  گذشته و بر محور =

Xها  نقطه ديگر اشتراك دايره. هاست در نتيجه قطب يك نقطه اشتراك دايره.  مماس استها،B 
3از معادله  2 cos 3 sina aθ θ=آوريم  شود كه بدست مي  پيدا مي( )2 , 6B arc tg a= .

هاي   برابر با حاصلجمع مساحتSشود مساحت مورد نظر   ديده مي زيرهمچنانكه در شكل
 ملحق 2tgarc=θ به يكديگر بوسيله شعاع  کهاست OCBOو OABOاي  هاي دايره قطعه
 . اند شده
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 ١٥ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ١٩ . ٧شکل 
 

3 از دايره ρع قطبي بوسيله نقطه انتهائي شعا BAOقوس  2 cosaρ θ= به ازاي ،

2
2

arc tg πθ≤  از دايره ρبوسيله نقطه انتهايي شعاع قطبي  OCDشود، و قوس   رسم مي≥

3 sinaρ θ= 20، به ازاي tgarc≤≤ θبنابراين. ددگر  رسم مي 
2

2 2 2

2

9 29 cos 2 ,
2 2 3OABO

arc tg

S a d a arc tg

π

πθ θ
 

= = − −  
 

∫ 

2
2 2 2

0

9 9 2sin 2 .
2 4 3

arctg

OCBOS a d a arc tgθ θ
 

= = −  
 

∫ 

 در نتيجه
( )22.25 2 2 .OABO OCBOS S S a arc tgπ= + = − − 

 

  طول قوس يك منحني ٣.  ٧
 طول قوس يك منحني در مختصات دكارتي . ١

) با معادله ABفرض كنيم منحني مسطح  )xfy = ،a x b≤ ، داده شده باشد که در آن ≥
( )f x  تابعي پيوسته بر بازة بسته[ ]ba,منحني.  استAB  را بوسيله نقاط  
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 ١٦ 

BMMMMMA nii == − ,...,,,...,, 110 
 وترها يك هبا وصل نقاط همجوار بوسيل. كنيم  قسمت دلخواه تقسيم ميn به B به Aدر جهت از 

 محاط شده است و طول آن را با ABآوريم كه در داخل منحني   چند ضلعي شكل بدست مينكما
Pطول قطعه خط . دهيم  نشان ميii MM  نمايش داده و i از كمان چند ضلعي شكل را با −1

}دهيم، يعني   نشان ميµطول بزرگترين قطعه خطهاي اين كمان را با  }
1
max ii n

µ
≤ ≤

= . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٢٠ . ٧شکل 

هاي چند ضلعي شكل است وقتي   از كمانP ي ها حد طولL عدد .تعريف

0lim
0

→




 =

→
µ

µ
PL 0 در صورتي كه به ازاي هر>ε 0 عددي مانند>δ وجود داشته باشد به 

δµطوري كه به ازاي هر كمان چند ضلعي شكل كه در آن  −>ε، نامساوي > PLبرقرار باشد . 
هاي چند ضلعي شكل محاط شده در منحني وقتي   از كمانPهاي   از طولLاگر حدي مانند 

0→µ طول قوس  وجود داشته باشد، آنگاه اين حدABشود  ناميده مي . 
)اگر تابع  )xf داراي مشتق پيوسته ( )xf ] در بازة بستة ′ ]ba, باشد، آنگاه طول L از قوس AB 

 :گردد از فرمول زير محاسبه مي

(1)   ( ) .1 2 dxxfL
b

a
∫ ′+= 

)كنيم  براي اثبات فرض مي )( )iii xfxM  ، بنابراين براي طول اين نقاط داريم ,
.bxxxxxxa nii =<<<<<<<= − ...... 1210 

ii از قطعه خط iدر اين صورت طول  MM   از كمان چند ضلعي شكل مساوي است با −1
.( ) ( ) ( )[ ]2

1
2

1 −− −+−= iiiii xfxfxx 
 با استفاده از قضيه مقدار ميانگين داريم 

( ) ( ) ( )( )1 1 1, .i i i i i i i if x f x f x x x xξ ξ− − −′− = − < < 
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 ١٧ 

)                        در نتيجه،  )2
1 , 1i i i i i ix x x f xξ− ′∆ = − = + ∆. 

 بنابراين كل طول كمان چند ضلعي شكل مساوي است با 

.( )2

1 1
1

n n

i i i
i i

P f xξ
= =

′= = + ∆∑ ∑ 

)تابع .  است(1)تگرال معين طرف راست رابطه بالا يك حاصلجمع  انتگرال براي ان )21 f x′+ بر 
[ ]ba, پيوسته است و بنابراين حد اين حاصلجمع وقتي { }

1
max 0ii n

xλ
≤ ≤

= ∆  مساوي انتگرال →
 .  است(1)معين 
µλچون  )ليل آن كه به د (≥ ) ( )22

iii yx ∆+∆=دهد  كه نتيجه مي .iix ≤∆( ديده ،
 لذا. µ→0 وقتي λ→0شود كه  مي

.( ) ( ) dxxfxfPL
b

a
i

n

i
i ∫∑ ′+=∆′+==

=
→→

2

1

2

00
11limlim ξ

λµ
 

) :٤مثال  )a 222محيط دايرة Ryx  . را بدست آوريد+=

( )b محيط آستروئيد
2 2 2
3 3 3x y a+  . را پيدا كنيد=

( )c طول قوسي از سهمي( )2 2 0x py p=  . را محاسبه نمائيد<
( )d 32مطلوبست محاسبه طول قوسي از منحني xy ) كه بين نقاط = ) ( )4,8 ,  . واقع است0,0

).حل )aكنيم ل صفحه قرار دارد محاسبه ميابتدا طول يك چهارم محيط دايره را كه در ربع او. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٢١ . ٧شکل 
  عبارت است از ABمعادله قوس 

22 xRy −= 
كه از آنجا 

22 xR
x

dx
dy

−
 در نتيجه  ، =−
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 ١٨ 

∫ ∫ ==
−

=
−

+=
R R R

R
R
xarcRdx

xR
Rdx

xR
xL

0 0 0
2222

2

2
sin1

4
1 π 

RLبنابراين محيط دايره مساوي است با  π2=. 
( )bدانيم، آستروئيد نسبت به محورهاي مختصات و نيمسازهاي ربع اول و سوم و   همانطور كه مي

وس آن قسمت از آستروئيد را كه بين بنابراين كافي است كه طول ق. نيز دوم و چهارم متقارن است
xyخط   .ها قرار دارد محاسبه نموده و حاصل را هشت برابر نمائيمX و محور =

 
 
 
 
 
 
 
 

 ٢٢ . ٧شکل 

در ربع اول صفحه 
3

2 2 2
3 3y a x

 
= − 

 
axy و در  == 2 و در 0,

32

ax = ،xy   به علاوه.=

1 1
2 2 1 1 2 22 2
3 3 3 3 3 33 2

2 3
y a x x x a x

− −    ′ = − − = − −    
    

 

 و
2 2 2 1

2 3 3 3 31 1 .ay x a x
x

−    ′+ = + − =   
  

 

 در نتيجه 

3
2

1 1
3 3

2

8 6 .
a

a
L a x dx a

−
= =∫ 

( )cگذرد و محور  منحني نمايش اين سهمي از مبدأ ميYپس كافي . باشد ها محور تقارن آن مي
محاسبه طول قوس . ( حساب كنيمa<0  به طول Aقوس آن را از مبدأ تا نقطه است طول 
OA( : 

.2

0

1
a

L y dx′= =  OAطول قوس ∫+
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 ١٩ 

چون 
2

2
xy

p
xy پس =

p
′  :آيد الا به صورت زير در مي و رابطه ب=

.
2

2 2
2

0 0

11
a axL dx x p dx

p p
= + = +∫ ∫ 

2حال به محاسبه انتگرال نامعين  2I x p dx=  داريم. پردازيم  مي∫+

.
2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

x p x dxI x p dx dx dx p
x p x p x p

+
= + = = +

+ + +
∫ ∫ ∫ ∫ 

ل را به اولين انتگرا. نمائيم هاي طرف دوم رابطه بالا را محاسبه مي  هريك از انتگرالIبراي محاسبه 
 :كنيم روش جزء به جزء حل مي

2 2
2 2

u x du dx
xdxdv v x px p

=
=

⇒= = +
+

 

 و بنابراين 
2

2 2 2 2 2 2

2 2
.x dx x x p x p dx x x p I

x p
= + − + = + −

+
∫ ∫ 

 پس
2 2 2 2 2 2 2lnI x p dx x x p I p x x p C= + = + − + + + +∫ 

                                          يا 
2

2 2 2 2ln
2 2
x pI x p x x p C= + + + + + 

 :خواهيم داشت قرار دهيم Lو چون اين مقدار را براي محاسبه 

( )2 2 2 2 2

0

1 ln
2

a

L x x p p x x p
p

= + + + + 

( )2 2 2 2 2 21 ln ln .
2

a a p P a a p p p
p

= + + + + − 

( )d تابع ( )xf 0 براي≥xتعريف شده است  . 
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 ٢٠ 

 
 ٢٣ . ٧شکل 

چون نقاط داده شده در ربع اول صفحه قرار دارند، 
3
2y x=ن بنابراي 

23 9, 1 1 .
2 4

y x y x′ ′= + = + 

 در نتيجه 
 

 
كنيم كه معادله منحني به صورت پارامتري نمايش داده  اكنون طول قوس يك منحني را پيدا مي

 :شده است
(2)   ( ) ( ) ( )βαψϕ ≤≤== ttytx , 

)كه در آن  )tϕ و ( )tψ  پيوسته با مشتقاتي پيوسته بوده، و  توابعي( )tϕ ] در بازة ′ ]βα  صفر ,
)دهد از تابعي مانند   تعريفي بدست مي(2)در اين حالت، معادله . نمي شود )xfy  كه پيوسته =

 بوده و داراي مشتق پيوسته

( )
( )t
t

dt
dx
dt
dy

dx
dy

ϕ
ψ

′
′

== 

) و با فرض (1) انتگرال  دردر اين صورت با تغيير متغير. مي باشد ) ( )αϕβϕ == ab  بدست ,
 آوريم مي

( ) ( )dttdxtx ϕϕ ′== , 
  و بنابراين 

( )
( ) ( )dtt
t
tL ϕ

ϕ
ψβ

α

′







′
′

+= ∫
2

1 

 يا 

(3) ( )[ ] ( )[ ]∫ ′+′=
β

α

ψϕ .22 dtttL 

 

) :٥مثال  )aمحيط آستروئيد زير را بدست آوريد  : 
.( )3 3, sin , 0 2x a cos t y a t t π= = ≤ ≤ 

( )bمحيط يك شاخه از سيكلوئيد زير را بدست آوريد  : 

( )
43

4 2

0
0

4 4 2 4 81 . 1 10 10 1 .
9 9 3 9 27

L x dx x = + = + = − 
 ∫
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 ٢١ 

.( ) ( )sin , 1 , 0 2x a t t y a cost t π= − = − ≤ ≤ 

( )c 5 طول قوس منحني 5, sinx cos t y t= 1 را از = 0t 2 تا = 2
t π

 .  بدست آوريد=
( )d، ًنشان دهيد كه طول قوس منحني  اولا 

 ( ) ( )
( ) ( )

sin

sin

x f t cost f t t
y f t t f t cost

′′ ′= +


′′ ′= − +
 

1ttاز   2tt تا = ) برابر با = ) ( )[ ] 2
1

t
ttftf  . باشد  مي+′′

 س منحني ثانياً، طول قو
( )
( )

sin

sin

t

t

x e cost t

y e cost t

 = +


= −
 

 .  محاسبه نمائيدt=2 تا t=0 را از 

) .حل )a چون منحني نسبت به هر دو محور مختصات متقارن است ما طول يك چهارم منحني 
 مداري. كنيم رار دارد محاسبه ميرا كه در ربع اول صفحه ق

2 23 sin , 3 sin cos .dx dyacos t t a t t
dt dt

= − = 

 و 0 بين tپارامتر 
2
πبنابراين . كند  تغيير مي 

2 2
2 4 2 2 4 2 2 2

0 0

1 9 sin 9 sin 3 sin
4

L a cos t t a tcos t dt a cos t t dt

π π

= + =∫ ∫ 

22
2
0

0

sin 33 sin 3
2 2

t aa tcost dt a

π
π

= = =∫ 

aLو لذا  6=. 
( )bآوريم كه  وئيد بدست ميل از معادلة سيك( ) ( )1t a costϕ′ = ) و − )t a sintψ ′  xوقتي  . =

]دربازة  ]0,2 aπ حركت كند، پارامتر t دربازة [ ]0, 2πدر نتيجه طول قوس مورد نظر .  تغيير ميكند
 برابر است با 

( ) ( ) ( )
2 2

22 2 2

0 0

1 sinL t t dt a cost t dt
π π

ϕ ψ′ ′= + = − +∫ ∫ 
2

2
0

0

2 sin 4 8 .
2 2
t ta dt a cos a

π
π= = − =∫ 

( )c ابتدا مشتقات نسبت به پارامتر tكنيم  را پيدا مي : 
4 45 sin , 5sin .dx dycos t t tcost

dt dt
= − = 

 در نتيجه،
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 ٢٢ 

 ( ) ( )
2 22 24 4 6 6

0 0

5cos sin 5sin cos 5 sin cos sin cosL t t t t dt t t t t dt

π π

= − + = +∫ ∫ 

( )
2 2

2 2

0 0

5 1 3 5sin 2 cos 2 1 3cos 2 cos2
2 4 4 8

t t dt t d t

π π

−
= + = +∫ ∫ 

( ) 2
2 2

0

5 3 1cos 2 1 3cos 2 ln 3.cos 2 1 3cos 2
2 38 3

t t t t

π

 
= − + + + + 

 
 

( )ln 2 35 2 .
8 3

 −
 = −
 
 

 

( )dهاي پارامتري داريم با استفاده از فرمول محاسبه طول قوس منحني: 

( )( ) ( )( )2 2L x t y t dt
β

α

′ ′= +∫ 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
2

1

2 2
.cos sin .sin .sin

t

t

f t t f t t f t t f t t dt′′′ ′ ′′′ ′= + + − −      ∫ 

( ) ( ) ( ) ( )( )
2 2

1 1

2
t t

t t

f t f t dt f t f t dt′′′ ′ ′′′ ′= + = +  ∫ ∫ 

( ) ( ) 2

1
.

t

t
f t f t′′= +   

 :  قسمت ثانياً داريمبراي

( ) ( ) ( ) ( ){ }
2

2 2

0

cos sin sin cos cos sin sin cost t t tL e t t e t t e t t e t t dt   = + + − + + − + − −   ∫ 

( ) ( ) ( )
2 2

22 2 2

0
0 0

2cos 2sin 2 2 2 1 .t t te t t dt e dt e e = + − = = = − ∫ ∫ 

 

 .طول قوس يك منحني در مختصات قطبي.  ٢
 ت قطبي معادله منحني به صورت ا در مختص

(4)   ( )fρ θ= 
 .  زاويه قطبي استθعاعي و بردار ش ρداده شده است كه در آن 

 : نويسيم هاي تبديل مختصات قطبي به مختصات دكارتي را مي فرمول
, sinx cos yρ θ ρ θ= = 

 لات  قرار دهيم، معادθ برحسب (4) مقدارش  را از روي ρاگر بجاي 
( ) ( ), sinx f cos y fθ θ θ θ= = 
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 ٢٣ 

توان به عنوان معادلات پارامتري منحني در نظر گرفت و  اين معادلات را مي. را بدست خواهيم آورد
 نسبت به پارامتر ا رy و xبدين منظور، مشتقات .  را براي محاسبة طول قوس بكار برد(3)فرمول 

θآوريم  بدست مي : 

( ) ( ) ( ) ( ), sin .dx dyf cos f sin f f cos
d d

θ θ θ θ θ θ θ θ
θ θ

′ ′= − = + 
 در اين صورت 

( ) ( )
2 2

2 2 2 2.dx dy f f
d d

θ θ ρ ρ
θ θ

    ′ ′+ = + = +             
 

 : شود بنابراين براي محاسبة طول قوس در مختصات قطبي از فرمول زير استفاده مي
(5)  

0

2 2 .L d
θ

θ
ρ ρ θ′= +∫ 

) :٦مثال  )a محيط كارديوئيد( )1a cosρ θ=  .  را محاسبه نمائيد+

( )b 3 طول قوس منحنيsin
2
θρ 01 از = =θ 2 تا 2

πθ  .  را پيدا كنيد=

( )c 4 محيط منحني بستةsin
4

a θρ  . را محاسبه نمائيد=

( )d 1 طول قوس منحني
1 cos

ρ
θ

=
+

,0 را در فاصلة 
2
π 

  
 .  محاسبه نمائيد

) .حل )a اگر θ تا 0 از πدر اينجا . وريم آ تغيير كند نصف طول قوس مورد نظر را بدست مي
sinaρ θ′ = −. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٢٤ . ٧شکل 
 بنابراين 

( )22 2 2

0 0

2 1 sin 2 2 2L a cos a d a cos d
π π

θ θ θ θ θ= + + = +∫ ∫ 
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 ٢٤ 

0
0

4 8 sin | 8 .
2 2

a cos d a a
π

πθ θθ= = =∫ 

( )b 2 داريمsin
3 3

cosθ θρ    ′ =    
   

  در نتيجه 

22
6 2 22

0
0

sin sin sin
3 3 3 3

L cos d d

π
πθ θ θ θθ θ = + = 

 ∫ ∫ 

( )2
2

0
0

1 2 1 3 2 11 sin 2 3 3 .
2 3 2 2 3 8

cos d
π

π θ θθ θ π   = − = − = −      ∫ 

( )c چون تابع 
4

sin 4 θρ a= يك تابع زوج است، منحني مفروض نسبت به محور X ها تقارن

چون تابع . دارد
4

sin4 θ 4 داراي دور تناوبπ2 تا 0 از  است، در طول نصف دور تناوبπ شعاع 
 . يابد، و با توجه به تقارن نصف منحني را رسم خواهد كرد  افزايش ميa تا 0قطبي از 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٢٥. ٧شکل 

3sinبه علاوه ، 
4 4

a cosθ θρ    ′ =    
   

 و 

2 2 2 8 2 6 2 3sin sin sin ,
4 4 4 4

a a cos aθ θ θ θρ ρ        ′+ = + =       
       

 

0هرگاه  2θ π≤  بنابراين . ≥

.( )
2 3 32

0 0

162 sin 8 sin , 4
4 3

L a d a tdt a t
ππ θ θ θ = = = = 

 ∫ ∫ 

( )d داريم  
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 ٢٥ 

( )
2

1

2 22
2 2

2
0

sin 1
11

L d d
coscos

π

θ

θ

θρ ρ θ θ
θθ

   ′= + = +   + +  
∫ ∫ 

( ) ( )

2 22
2

4 30
0

sin 1 2 2
1 1

cos cos d d
cos cos

π
πθ θ θ θ θ

θ θ
+ + +

= =
+ +∫ ∫ 

2
2

0 6 3 40

2 1 1 2
2 28

2 2 2

cosdd d
cos cos cos

π
π

θ
θθ θθ θ θ= = =∫ ∫ ∫ 

2
20

2

1 2 .
2

1 sin
2

cos
d

π
θ

θ
θ

=
 − 
 

∫ 

sinاكنون اگر تغيير متغير 
2

uθ
2يم  بدهيم دار=

2
cos d duθ θ   و لذا =

( ) ( ) ( )2 2 2 22
2

1 2 .
2 1 111 sin

2

cos d du duA
u uu

θ θ

θ
= = =

− +  −− 
 

∫ ∫ ∫ 

 شود كه  اما به سادگي ديده مي

.
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 








+

+
+

+
−

+
−

=
+− uuuuuu 1

1
1

1
1

1
1

1
4
1

11
1

2222 

 پس 

( ) ( )1 1 1ln 1 ln 1 .
4 1 1

A u u C
u u

 = − − − + + + − + 
 

 در نتيجه 
2

0

1 1 1ln 1 sin ln 1 sin
4 2 21 sin 1 sin

2 2

L

π

θ θ
θ θ

 
    = + + − − −    

    − +
 

 

1شود كه  و پس از محاسبه ديده مي 2 22 2 ln
4 2 2

L
  +

= +   −   
. 

 

هاي  ازمساحت ستفادهباا جسم يك  محاسبةحجم٤ . ٧
 هاي موازي  قطعه
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 ٢٦ 

اي از اين جسم كه بوسيلة  فرض كنيم كه مساحت هر قطعه.  داده شده استTجسم سه بعدي 
اين مساحت بستگي به موقعيت . شود بر ما معلوم باشد ها قطع ميXاي عمود بر محور  صفحه

 :  استxي، اين مساحت تابعي از صفحة قاطع دارد، يعن
( )xQQ = 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٢٦ . ٧شکل 
)كنيم كه  فرض مي )xQ تابعي پيوسته از x بوده و حجم جسم Tنمائيم  را محاسبه مي . 
0صفحات  1 1, ,..., , ,...,i i nx x a x x x x x x x x b−= = = = = = اين صفحات . كنيم  را رسم مي=

iiدر هر زير بازة . آورند جسم را به صورت قطعه قطعه درمي xxx  iξ نقطة دلخواهي مانند 1−≥≥
niانتخاب كرده و براي هر  سازيم كه مولدهاي آن موازي با محور  اي مي  جسمي استوانه=2,1,...,

Xاي از جسم   ها و منحني هادي آن مرز قطعهT است كه بوسيله صفحة ix ξ= بدست آمده 
 . است

 اي، كه مساحت قاعدة آن  حجم يك چنين استوانه
( ) ( )1i i i iQ x xξ ξ− ≤ ≤ 

)∆ixبا  است، مساوي ∆ixو ارتفاع  )iQ ξها عبارت است از  حجم كلية استوانه.  خواهد شد 

.( ) i

n

i
in xQ ∆= ∑

=1
ξυ 

0max و n→∞حد اين حاصلجمع وقتي  →∆ ix) حجم داده شدة ) در صورت وجودTاست  : 

.( )
1max 0

lim
i

n

i in ix

Q xυ ξ
→∞

=∆ →

= ∆∑ 

) يك حاصلجمع انتگرال تابع پيوستة nυچون بديهي است كه  )xQ بربازة [ ]ba, است، حد بالا 
 : وجود داشته و برابر با انتگرال معين زير است
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 ٢٧ 

( ) ( ). 1
b

a

V Q x dx= ∫ 

) :٧مثال  )a 12 حجم بيضوي

2

2

2

2

2
=++

c
z

b
y

a
xرا محاسبه نمائيد  . 

( )b حجم جسمي را كه محدود به سهموي بيضي گون ( )
2 2

, 0
2 2
y zp q x

p q
> =  و صفحة +

ax  .  است محاسبه نمائيد=
( )c 222جم مشترك بين دو استوانة ح Ryx 2 و += 2 2x z R+  .  را بدست آوريد=

( )d خط مستقيمي موازي صفحة OYZ12كند و همواره بر دو بيضي   حركت مي

2

2

2
=+

b
y

a
x و 

2 2

2 2 1x z
a c

+  واقع هستند متكي است حجم بدست آمده را OXZ و OXY كه در صفحات =
 . حساب كنيد

( )e قطار يك مربع در طول قطر يك دايرة به شعاع ا محل تلاقيaاي كه  صفحه. كند  حركت مي
 مربع همواره روي ماند و دو راس متقابل مربع در آن واقع است همواره عمود بر صفحة دايره باقي مي

 . حجم جسمي را كه به وسيلة اين حركت ساخته شده است بدست آوريد. دايره قرار دارند

) .حل )aاي موازي با صفحة  در مقطعي از بيضوي كه به وسيلة صفحه  OYZ و بفاصلة x از آن 
 : زير را داريمساخته شده ، بيضي 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٢٧ . ٧شکل 
2 2 2

2 2 21y z x
b c a

+ =         يا       −
2 2

2 2
2 2

2 2

1

1 1

y z

x xb c
a a

+ =
   

− −   
      

 

       با نيمه قطرهاي
2 2

1 12 21 , 1x xb b c c
a a

= − = −. 
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 ٢٨ 

1اما مساحت اين بيضي مساوي با  1b cπبنابراين .  است 

( )
2

21 .xQ x bc
a

π
 

= − 
 

 

 شد لذا حجم بيضوي خواهد 
 

   
2 3

2 2
41 .

3 3
a a

aa

x xV bc dx bc x abc
a a

π π π−−

   
= − = − =   

   
∫ 

aدر حالت خاصي كه  b c= .34     بيضوي به كره تبديل شده و داريم=
3

V aπ=  
( )bقرار دارد نشان داده شده است  فضا نج اول کقسمتي از مقطع دو استوانه كه در  زير در شكل .

اي  فرض كنيم صفحه. كند  شكل را در يك مربع قطع ميOY عمود بر محور اكنون هر صفحة
مقطع اين صفحه با جسم مورد نظر .  از مبدا رسم كرده باشيمy و به فاصلة OYعمود بر محور 

NMNMمربع  NM طول OHBدايرة از روي ربع .  است′′ 22 برابر با ′′ yR . آيد  بدست مي−
)پس مساحت مربع  ) 22 yRyQ نج اول فضا داراي حجمي مساوي ک خواهد بود و جسم در =−

( ) 3

0

22
1 3

2 RdyyRV
a

=−= 3حجم كل هشت برابر اين مقدار است، يعني .  است∫

3
16 RV =. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٢٨ . ٧شکل 

( )cوي با صفحه م مقطع سهax  عبارت است از بيضي =
2 2

1
2 2
y z
pa qa

+ اي موازي   حال با صفحه.=

)كنيم   مي از آن جسم را قطعx و به فاصله OYZصفحه  )0 x a≤ مقطع بيضي . ≥
2 2

1
2 2
y z
px qx

+ pxb است كه نيمه قطرهاي آن = 21 1 و = 2c qx=باشند  مي. 
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 ٢٩ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

٢٩ . ٧شکل   
 

)احت بيضي فوق عبارت است ازسم ) pqxcbxQ ππ 211   با  پس حجم مورد نظر مساوي است.==

.( ) ( ) pqadxxpqdxxQxQ
a a

2

0 0

2 ππ === ∫ ∫ 

( )dفرض كنيم  زيرمطابق شكل xOH  :آوريم  را بدست ميHAB مساحت مثلث .=
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 ٣٠ 

 
 ٢٩ . ٧شکل 

.
2 2

2
2

1 , 1x xAH z c BH y b
a a

= = − = = − 

)  پس ) 







−== 2

2

1
2
1

a
xbcSxQ

HAB
در نتيجه       و

2

1 2

1. (1 )
2 3

b

a

x abcV bc dx
a

= − =∫ 

18VVحجم كل برابر است با .  است كه در كنج اول فضا واقع است اما اين حجم جسمي  ، يعني،=
8 .
3

V abc= 
( )eمحور  زير  مطابق شكلOX را بر قطر MM كنيم  گيريم و فرض مي ق مي از دايره منطب′

 رسم شود، OX عمود بر محور Oاز مبدأ xاي كه مربع مفروض در آن واقع است به فاصله  صفحه
xOHيعني  222داريم . كنيم يرا محاسبه م ABCD حال مساحت مربع .= xaAC −=. 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 ٣١ . ٧شکل 
 اما 

( ) ( )2 2 2 22 2 2 24 2 .AB BC AC a x AB a x+ = = − ⇒ = − 
)پس  ) ( )222 xaxQ   و بنابراين=−

.( ) ( )∫ ∫ =−==
a a adxxadxxQV
0 0

3
22

3
842 

 

  حجم جسم حاصل از دوران ٥.  ٧
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 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
 د تولائی و حمید محمدزادهدکتر حمی: مولفین 

  انتگرال معین کاربرد :٧فصل 
 

 ٣١ 

)فرض كنيم تابع  )xf بر بازة بسته [ ]ba,در اين صورت جسمي كه از .  پيوسته و نامنفي باشد
)دوران شكل محدود به منحني  )xfy ax، خطوط = bxو = ها Xها بدور محور X و محور =

  دارای حجمی مساوی آيد بدست مي
2( ( )) (1)

b

a

V f x dxπ= ∫ 

]برای اثبات اين مطلب ، بازه بسته . می باشد ]ba, را بوسيله نقاط  
0 1 2 1... ...i i na x x x x x x b−= < < < < < < < = 

]1سپس ، مطابق شکل زير ، بر هر بازه .  قسمت دلخواه تقسيم می کنيمnبه  , ]i ix x− يک 
 . هر مستطيل يک استوانه رسم می نمايدهاXبا دوران به دور محور. طيل می سازيم مست

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٣٢ . ٧شکل 
می آيد  بدست هاX به دور محور PMNQ امين  استوانه را که از دوران مستطيل i حجم 

 :حساب می کنيم
( )2

1i i iv f x xπ −= ∆ 
∆=−−1كه در آن  iii xxx.هاي تمامي   حاصلجمع حجمnها تقريباً مساوي با حجم حاصل   استوانه

 : داده شده است شکل از دوران

( )2
1

1
.

n

i i
i

V f x xπ −
=

≅ ∆∑ 

)چون تابع .  است(1)نتگرال معين از طرف ديگر، اين يك حاصلجمع انتگرال براي ا )xf  در 2
[ ]ba, پيوسته است، حد اين حاصلجمع وقتي ∞→n و { }

0
max 0ii n

xλ
≤ ≤

= ∆ موجود بوده  →
 بنابراين . دباش  مي(1)مساوي انتگرال معين و

( ) ( )( )22
1

10

lim .
bn

i in i a

V f x x f x dx
λ

π π−→∞
=→

= ∆ =∑ ∫ 
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 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
 د تولائی و حمید محمدزادهدکتر حمی: مولفین 

  انتگرال معین کاربرد :٧فصل 
 

 ٣٢ 

) :٨مثال  )a مطلوبست حجم جسمي كه از دوران دايره( ) ( )22 2b a x y b a> + −  به =
 ).شود  ناميده ميچنبرهاين جسم . (آيد ها بدست ميXدور محور 

( )bكلوئيد  شكل محدود به يك قوس سي( )
( )




−=
−=

tay
ttax

cos1
sin به دور محور Xكند ها دوران مي .

 .حجم جسم حاصل از دوران را بدست آوريد
( )c خط مستقيمي كه مبدأ مختصات را به نقطه( )ba ها دوران Xكند حول محور   وصل مي,
 .حجم جسم حاصل از دوران را حساب كنيد. كند مي

( )d همان شكل داده شده در( )bبه دور محور Y حجم جسم حاصل از دوران را . كند ها دوران مي
 .حساب كنيد

( )e3 آستروئيد حجم جسمي را پيدا كنيد كه از دوران 3cos , sinx a t y a t=  Xدور محور ه  ب=
 .آيد ها بدست مي

( )f22هاي  حجم جسمي را پيدا كنيد كه از دوران شكل محدود به سهمي ,8 xyyx  به دور ==
 .آيد ها بدست مي Yمحور 

) .حل )aهاي اجسامي نشان  توانيم حجم چنبره را به صورت تفاضل حجم  مي زير مطابق شكل
ها را بدست X به دور محور ABLDE و ABCDEالخط  هاي منحني دهيم كه از دوران ذوزنقه

 .آيند مي
 
 
 
 
 
 

 ٣٣ .  ٧شکل 
) عبارت است ازBCDني معادله منح ) 2 2

1y y x b a x= = +  عبارت BLD و معادله منحني −
)است از  ) 22

2 xabxyy   داريم(1) با استفاده از فرمول .==−−

( )( ) ( )( )[ ] dxxabdxxyxyV
a

a

a

a

222
2

2
1 4 −=−= ∫∫

−−

ππ 
2

2 2 2 24 sin 2 .
2 2

a
a

a x xb arc a x ba
a

π π
−

 
= + − = 

 
 

( )bآوريم وقتي  با استفاده از تغيير متغير حجم را بدست ميt تا 0 از π2 تغيير كند x تا 0 از 
aπ2 تغيير خواهد كرد و داريم  
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  انتگرال معین کاربرد :٧فصل 
 

 ٣٣ 

.( ) ( )sin , 1 cosx a t t dx a t dt= − = − 
 پس 

( ) ( ) ( )∫ ∫ −−==
a

dttatadxxyV
π π

ππ
2

0

2

0

222 cos1cos1 

( )
2 2

33 3 3 2

0 0

1 cos 1 cos 3cos 3cosa t dt a t t t dt
π π

π π  = − = − − + ∫ ∫ 

325      آوريم  كه پس از محاسبه بدست مي aV π=. 

( )c معادله خطي كه از مبدأ مختصات و نقطه( )baA xگذرد عبارت است از   مي,
a
by  و لذا =

b
ax  توان نوشت پس مي. =

.∫ ∫ ===
b b badyy

b
adyxV

0 0

2
2

2

2
2

3
πππ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٣٤ . ٧شکل 
( )d در دوران به دور محور Y ها بايستي از حجمي كه قسمتABكند   در دوران ايجاد مي
 . كند كم كنيم  ايجاد ميOBي را كه قسمت محج
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 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
 د تولائی و حمید محمدزادهدکتر حمی: مولفین 

  انتگرال معین کاربرد :٧فصل 
 

 ٣٤ 

 ٣٥ . ٧شکل 
  عبارت است ازABمعادلات پارامتري قوس 

( )
( )




−=
−−=

tay
ttaax

cos1
sin21 π 

  عبارت است ازOBو معادلات پارامتري قوس 
( )
( )

2 sin

1 cos .

x a t t
y a t

= −


= −
 

=∫ حجم حاصل از دوران از فرمول
b

a

dyxV 2πچون . آيد  بدست ميy تا 0 از a2كند   تغيير مي

 ت است از حجم مورد نظر عبار. نمايد  تغيير ميπتا 0 از tمتناظر با آن 

.( )∫ −=
a

dyxxV
2

0

2
2

2
1π 

)تغيير متغير  )tay cos1−=دهيم، پس   ميdttady sin=و داريم  

( )( ) ( )2 22

0

2 sin sin sinV a a t t a t t a t dt
π

π π = − − − −
 ∫ 

336آوريم  كه پس از محاسبه بدست مي aV π=. 
( )e حجم مورد نظرVاوي با دو برابر حجم حاصل از دوران شكل  مسOAB  به دور محورX ها
 بنابراين . باشد مي

∫=
a

dxyV
0

2 .2π 

taxتغيير متغير  3cos= 23دهيم،  مي cosdx a t sin t dt= tay و − 3sin= .0در ضمنx =  

متناظر با 
2

t π
ax و =  در نتيجه .  استt=0 متناظر با =

( )
0

2 6 2

2

2 sin 3 cos sinV a t a t t dt
π

π= −∫ 

2 2
3 7 9

0 0

6 sin sin .a t dt t dt

π π

π
 
 = − 
  
∫ ∫ 

و با توجه به فرمولي كه در حالت كلي براي محاسبه 
2

0

sinn
nI x dx

π

=  آوريم  بدست مي داريم،∫

.33

105
32

3
2

5
4

7
6

9
8

3
2

5
4

7
66 aaV ππ =






 ×××−××= 
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 ٣٥ 

 
 
 
 
 
 

 ٣٦ . ٧شکل 

( )f بديهي است كه( ) ( )
8

2

12
yyxyyx اي كه ابتداي آن مبدأ مختصات و انتهاي   در بازه=≤=
 را بدست هاي اشتراك دو سهمي  از دستگاه زير عرضxبا حذف . هاست آن نقطه اشتراك سهمي

 :آوريم مي
2

2 8 .
y x
y x

 =


=
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 ٣٧ . ٧شکل 

4,0بنابراين خواهيم داشت  21 == yy. در نتيجه ∫ =







−=

4

0

4

5
24

64
ππ dyyyV. 

 

  مساحت رويه حاصل از دوران٦.  ٧
)فرض كنيم تابع  )xf بر بازة بسته [ ]ba, و پيوسته بوده و داراي مشتق مرتبه اول پيوسته  نامنفي
)در اين صورت مساحت رويه حاصل از دوران شكل محدود به منحني . بر اين بازه باشد )xfy = ،

axها، خطوط Xمحور  bx و = دهيم، از فرمول  نشان مي Pها، كه آن را با X به دور محور =
 :گردد زير محاسبه مي

(1) .( ) ( ) dxxfxfP
b

a

212 ′+= ∫π 
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  انتگرال معین کاربرد :٧فصل 
 

 ٣٦ 

]براي اثبات فاصله بسته  ]ba   را بوسيله نقاط ,
bxxxxxxa nii =<<<<<<<= − ...... 1210 

 فرض كنيم. كنيم  قسمت دلخواه تقسيم ميnبه 
nii AAAAAA ,...,,,...,,, 1210 − 

)نقاط متناظر با اين تقسيمات بر روي منحني  )xfy وقتي اين كمان چند ضلعي را به .  باشند=
هاي   مخروطهاي جانبي آوريم كه بوسيله سطح اي بدست مي دهيم رويه ها دوران ميXدور محور 

 .ناقض ايجاد شده است
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٣٨ . ٧شکل 
ام از كمان چند ضلعي شكل بدست i از دوران قطعه  کهمساحت سطح جانبي مخروط ناقصي

 آيد مساوي است با  مي
( ) ( )

i
ii xfxf 

2
2 1 +−π 

ii طول وتر iكه در آن  AA   است، يعني، −1
.( ) ( ) ( )[ ]2

1
2

1 −− −+−= iiiii xfxfxx 
 با استفاده از قضيه ميانگين داريم

( ) ( ) ( )( )1 1 1, .i i i i i i i if x f x f x x x xξ ξ− − −′− = − < < 
iiiبا قراردادن  xxx ∆=−  آوريم  بدست مي1−

.( ) iii xf ∆′+= ξ21. 
 سطح حاصل از دوران كمان  از رويه حاصل از دوران تقريباً مساوي با مساحتPبنابراين مساحت 

 :چند ضلعي شكل است
( ) ( ) ( ) .1

2
2

1

21
i

n

i
i

ii xfxfxfP ∆′+
+

≅ ∑
=

− ξπ 
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 ٣٧ 

 :دهيم ما حاصلجمع بالا را به صورت دو حاصلجمع نمايش مي

(2)                                                                 ( ) ( ) i

n

i
ii xffP ∆′+≅ ∑

=1

212 ξξπ 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2
1

1
1 .

n

i i i i i i
i

f x f f x f f xπ ξ ξ ξ−
=

   ′+ − + − + ∆   
∑ 

 است و،   (1)اولين حاصلجمع در طرف راست رابطه بالا يك حاصلجمع انتگرال براي انتگرال معين                               
كه      قتي  و  n→∞و  { }

1
max ii n

xλ
≤ ≤

= بع           ∆ تا پيوستگي  به  جه  تو با   ( ) ( )xfxf 21 آن     +′ حد   ،
نشان خواهيم داد كه عبارت داخل آكولاد در طرف راست رابطه . گردد  مي(1)مساوي انتگرال معين 

→→∞ داراي حد صفر است وقتي           (2) n,0λ   .         در حقيقت، چون تابع( )xf  بر [ ]ba,  پيوسته 
كه   وجود دارد به طوريδ<0 عددي مانند ε<0قضيه كانتور، به ازاي هر بنا بر . يك شكل است 

δλبراي     )هاي    ، نا مساوي     > ) ( ) εξ <−− ii fxf ) و  1 ) ( ) εξ <− ii fxf        اگر   .    هر دو برقرار هستند
)ماكزيمم تابع       )xf 21 ] بر بازة     +′ ]ba,    را با M             نشان دهيم، آنگاه براي δλ ، عبارت داخل        >
 :توان به صورت زير محاسبه نمود آكولاد را مي

( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ] ( )








∆′+−+−∑
=

−

n

i
iiiiii xffxffxf

1

2
1 1 ξξξ 

( )∑
=

−=∆<
n

i
i abMxM

1
.22 εε 

→→∞گيريم كه حد اين عبارت وقتي  ك است، نتيجه مي بقدر دلخواه كوچεچون  n,0λ 
→→∞  وقتي (2)بنابراين، با حد گرفتن از . مساوي با صفر است n,0λ داريم ، 

.( ) ( )∫ ′+=
b

a

dxxfxfP 212π 

 آوريم ت مي را بدس(1)يعني، فرمول مورد نظر 

 ها با معادلات پارامتري X به دور محور ABفرض كنيم روية حاصل از دوران منحني  :تبصره
( )
( )

,
x t

t
y t

ϕ
α β

ψ

= ≤ ≤
=

 

)داده شده باشد كه در آن  ) 0≥tψ و ( )tϕ از a تاb كند هر گاه  تغيير ميt از α تا β تغيير 
)كند،  ) a=αϕ و ( ) b=βϕ . در اين صورت با تغيير متغير( )tx ϕ= آوريم  بدست مي(1) در 

(3)       .( ) ( ) ( ) dttttP 222 ψϕψπ
β

α

′+′= ∫ 

)بالاخره، اگر منحني در مختصات قطبي داده شده باشد، يعني  ) ,ρ ρ θ α θ β= ≤ ، كه در ≥
)آن  )ρ θ داراي مشتق پيوسته در [ ]βα,حني را به صورت پارامتري  است، آنگاه در اين حالت من 
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 ٣٨ 

( )
( )

cos
,

sin

x
y

ρ θ θ
α θ β

ρ θ θ

= ≤ ≤
=

 

 : شكل زير را پيدا خواهد كرد(3)نمايش داده و فرمول 

(4)  ( ) ( ) ( )2 22 sin .P d
β

α

π ρ θ θ ρ θ ρ θ θ′= +∫ 

) :٩مثال  )aاي به شعاع   سطح كرهRاسبه كنيد را مح. 
( )b سطح رويه حاصل از دوران يك شاخه از سيكلوئيد  

( )
( )




−=
−=

tay
ttax

cos1
sin 

 . ها را محاسبه نمائيدXبه دور محور 
( )c 2قوسي از سهمي 2y px=0ر به ظ متنا=x و ax . كند ها دوران ميX به دور محور=

 . مساحت رويه حاصل از دوران را پيدا كنيد
( )dاي را كه از دوران دايرة  مساحت رويه( ) 222 abyx ab، كه در آن +−= ، به دور محور <
Xمحاسبه نمائيد. آيد ها بدست مي . 
( )e قوس سيكلوئيد در( )bبه دور محور Y مساحت رويه حاصل از دوران را پيدا . كند ها دوران مي

 .كنيد
( )f مساحت رويه حاصل از دوران كارديوئيد( )1 cosaρ θ=  . ها را پيدا كنيدX به دور محور +

) .حل )aكز مبدأ مختصات و شعاع ر نيمدايره به مR با معادله ( ) 22 xRxfy  را در ==−
ها دوران دهيم X محور رها را به دوXاگر شكل محدود به اين نيمدايره و محور . گيريم نظر مي

 داريم . آيد كره مورد نظر بدست مي

( ) ( ) dx
xR

xxRdxxfxfP
b

a

R

R
∫ ∫

+

− −
+−=′+= 22

2
222 1212 ππ 

.22 4
R

R

R dx Rπ π
+

−

= =∫ 
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 ٣٩ 

 
 

 ٣٩ . ٧شکل 
 
 

( )b يم  دار(3) با استفاده از فرمول 
 

 

( )
2 22 2 2

0
2 (1 cos ) 1 cos sinP a t a t a t dt

π
π= − − +∫

 
 

2
2 2 2

0

648 1 cos sin .
2 2 3
t ta dt a

π

π π = − = 
 ∫ 

( )cداريم  

.2 2 21 1
4 2

p x py
x x

+′+ = + 2 و =
2 ,

2
py px y
x

′= = 

 (1)بنابرفرمول 

0 0

22 2 2 2
2

a ax pP px dx p x p dx
x

π π+
= = +∫ ∫ 

( ) ( )
33 3
22 2

0

22 12 . 2 . 2 .
3 2 3

pp x p a p p
α π

π
 

= + = + − 
 

 

( )dقسمت ٨شكل مثال (دهيم  عادلة اين دايره را به صورت پارامتري نمايش ميم ( )a:( 
cos , sin .x a t y b a t= = + 

 بنابراين 
.sin , cost tx a t y a t′ ′= − = 

 مساحت خواسته شده عبارت است از 

( ) ( ) ( ) dttatatabP 22
2

0

cossinsin2 +−+= ∫
π

π 

( )
2

2

0

2 sin 4 .a b a t dt ab
π

π π= + =∫ 

( )eن دوران به دور محور چوY هاست بايستي از فرمول 

( ) ( ) dyyxyxP
b

a

212 ′+= ∫π 

( ) ( )
2 2

2 2 3

0 0

2 1 cos 2 1 cos 8 sin
2
ta t t a dt

π π

π π= − − =∫ ∫
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 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
 د تولائی و حمید محمدزادهدکتر حمی: مولفین 

  انتگرال معین کاربرد :٧فصل 
 

 ٤٠ 

)استفاده كنيم كه در تبديل به معادلات پارامتري  ) ( )tytx ψϕ ==  :آيد  به صورت زير در مي,

( ) ( ) ( ) .2 22 dttttP ϕψϕπ
β

α

′+′= ∫ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٤٠ . ٧شکل 
AGOGهاي  معادلات قوس  : به ترتيب عبارتند از,

( )
( )

( )
( )

1 22 sin sin
,

1 cos 1 cos .

x a a t t x a t t
y a t y a t

π= − − = −  
 

= − = −  
 

آيند  ها بدست ميY حول محور,AGOGهاي  هايي را كه از دوران قوس حال بايستي مساحت
 :حساب كرده و با هم جمع كنيم

2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

0 0

2 , 2 .P x x y dt P x x y dt
π π

π π′ ′ ′ ′= + = +∫ ∫ 

 اما
.( )1 1x a cos t′ = − −     ،   ( )2 1 cosx a t′ = tay     و    − sin=′. 

 پس

( )( ) 2 2
1

0

2 2 sin 4 sin
2
tP a a t t a dt

π

π π= − −∫ 

 و 

( ) 2 2
2

0

2 sin 4 sin .
2
tP a t t a dt

π

π= −∫ 

21اما  PPP   و لذا=+
2 2

0

2 2 .2 sin 16 .
2
tP a dt a

π

π π π= =∫ 
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 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
 د تولائی و حمید محمدزادهدکتر حمی: مولفین 

  انتگرال معین کاربرد :٧فصل 
 

 ٤١ 

( )f قسمت ٣ منحني كار ديوئيد در مثال ( )cاكنون با استفاده از فرمول.  شده است رسم 
  داريم(4)

( ) ( )∫ +++=
π

θθθθθπ
0

2222 sincos1sincos12 daaaP 

( ) ( )2

0

2 1 cos sin 2 1 cosa a d
π

π θ θ θ θ= + +∫ 

( )2

0

4 sin sin cos cos
2

a d
π θπ θ θ θ θ= +∫ 

2 2 2 2 2

0 0

8 cos sin 8 cos 2cos 1 sin .
2 2 2 2 2

a d a d
π πθ θ θ θ θπ θ π θ = + − 

 ∫ ∫ 

ها با تغيير متغير  اين انتگرال
2

cosθ
=uعبارت است از  بسادگي قابل محاسبه بوده و جواب نهايي 

5
32 2aP π

=. 
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